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Umgrenzung der Aufgabe. 


Gewiß weniger dem geschickten Steinmetzen als dem 
kundigen Mathematiker gab im Jahre 1802 Malfatti Folgen- 
des auf: 

Aus einem Marmorblock, der die Form eines 
geraden dreiseitigen Prismas hat, sollen drei mög- 
lichst dicke kreisrunde Säulen herausgemeißelt wer- 
den; wie findet man die Durchmesser derselben? 

In der Tat war dieses Problem für die Technik ziemlich 
bedeutungslos, reizte aber die Mathematiker so stark und 
so nachhaltig, daß es in den mehr als hundert Jahren, die 
seit seiner Aufstellung verflossen sind, immer und immer 
wieder aufgegriffen wurde und eine sehr beträchtliche Literatur 
hervorgerufen hat. Planimetrie und analytische Geometrie, 
ebene und sphärische Trigonometrie, Stereometrie, niedere 
und höhere Algebra bot man auf und brachte damit nach 
und nach eine Reihe verschiedener, mehr oder weniger 
eleganter Lösungen zustande. 

In der ursprünglichen und einfachsten geometrischen 
Einkleidung, die Malfatti selbst ihr gab, hieß die Aufgabe: 

„Ein ebenes Dreieck ist gegeben; es sollen drei 
Kreise so hineingezeichnet werden, daß jeder die 
beiden andern und zugleich zwei Dreiecksseiten 
Berührt;. 

Diese aber wurde nachher in mehrfacher Weise erweitert, 
bald zu einem Taktionsproblem von gewaltigem Umfange 
‚gestaltet, bald wieder in engere Grenzen eingeschlossen. 
Steiner z.B. stellte das Problem auf: „In einer Ebene 
oder auf der Oberfläche einer Kugel sind irgend drei 
Kreise der Größe und Lage nach gegeben; gesucht 
drei neue Kreise, von denen jeder zwei alte und zwei 
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neue berührt“, und dehnte die Aufgabe sodann auch noch 
auf andere Kurven aus. Nach einer neuen Richtung wurde 
das Problem von Pampuch erweitert, der vorschriebt): 
„Es sollen nicht nur sämtliche reellen, sondern 
auch sämtliche imaginären Lösungen — letztere 
ersetzt durch reelle Substrate — geliefert werden, 
- und zwar unter Voraussetzung nicht nur reeller, 
sondern auch imaginärer gegebener Kreise.“ 
Derselbe Mathematiker hat das Problem später noch 
zweimal zum Gegenstande eingehender Besprechungen ge- 
wählt. In einer. Programmabhandlung von 1902 zieht er 
„im Gegensatz zu seinen früheren Arbeiten unter tunlichster 
Vermeidung des Imaginären im wesentlichen nur reelle Ge- 
bilde in Betracht.“ Die Anzahl der Lösungen, welche das 
Problem im ganzen zuläßt, beziffert er dort auf 376.2) Und 
in einem Aufsatz, der zwei Jahre später im „Archiv für Mathe- 
matik und Physik“®) erschien, schränkt er die Aufgabe noch 
mehr ein, indem er an die Stelle dreier in einer Ebene oder 
auf einer Kugeloberfläche gegebener Kreise drei sich in drei 
Punkten schneidende gerade Linien setzt und außerdem 
alle Kreisbüschel ausschließt. Dadurch verkleinert sich die 
Anzahl der möglichen Lösungsergebnisse so erheblich, daß 
nur noch 32 übrig bleiben, und, wie der Titel gegenwärtiger 
Abhandlung es schon andeutet, ist eben dies auch der Um- 
fang, in welchem das Problem Gegenstand der folgenden 
Frörterungen sein soll. Unsere Aufgabe lautet demnach: 
„In einer Ebene sind drei reelle Gerade BC, 
CA, AB gegeben. Drei reelle Kreise sind so her- 
zustellen, daß jeder die beiden übrigen und zwei 
der drei Geraden berührt. Dabei sollen 227% 
diesen sechs Linien keine drei einem Büschel an- 
gehören 
I) Pampuch: Das verallgemeinerte Malfattische Problem. Bei- 
lage zum Jahresbericht des Gymnasiums an St. Stephan zu Straßburg i.E. 
1900. S. 3. 
; 2) a „Das Malfatti-Steinersche Problem“. Straßburg 
2502.0.9:.4) 


3) Pampuch: „Die 32 Lösungen des Malfattischen Problems.“ 
Archiv für Math. und Phys. IH. Reihe. VIH. ı. Heft. S. 44. 


RER: 
Plan der Lösung und Gruppierung der Einzelfälle. 


Den leitenden Gedanken des meiner Arbeit zu Grunde 
liegenden Lösungsplanes habe ich eingehend entwickelt in 
einer im „Archiv für Math. und Phys.“ demnächst erscheinen- 
den Abhandlung: „Über die Erledigung des Malfatti- 
schen Problems mit den Hülismitteln der elementaren 
Planimetrie.“ 

Es handelt sich mir wesentlich darum, das Ziel mit 
möglichst einfachen Mitteln und dennoch vollständig zu er- 
_ reichen. Daher sollen zum Verständnis aller Entwickelungen 
trigonometrische Vorkenntnisse überhaupt nicht erforderlich 
sein. Bei der sogenannten „algebraischen Analysis“ werden 
nur wenige ganz elementare Sätze verwendet. Auf plani- 
metrischem Gebiet setze ich nichts weiter voraus, als die 
Lehre von der Ähnlichkeit, die einfachsten Sätze über den 
Flächeninhalt des Dreiecks, über die Radien der Berührungs- 
kreise, und den ptolemäischen Lehrsatz. Nicht zur Anwendung 
kommen Kreispotenzsätze, Ähnlichkeitsaxen, Involutionen und 
‚sonstige Hülfsmittel der neueren Geometrie. — 


Das Verhältnis, in welchem der von mir eingeschlagene 
Weg zu früheren Lösungsmethoden, namentlich zu den Ar- 
beiten von Binder, Sachs, Davids und Pampuch steht, 
wird an der genannten Stelle besprochen und kann hier über- 
gangen werden. Nur einige auf die Determination be- 
zügliche Sätze will ich — weil dieser Teil der Lösung den 
Ausgangspunkt und die Leitschnur der gegenwärtigen Ab- 
handlung bilden soll — hier anführen: 

„Auf die Determination haben mehrere der bisherigen 
Bearbeiter besondere Aufmerksamkeit und zum Teil einen 
großen, tief greifenden wissenschaftlichen Apparat verwendet. 
Dennoch sind die Ergebnisse nicht immer einwandfrei ge- 
blieben. So schließt z. Be Pampuch seine Programm- 
abhandlung von 1902 mit der Bemerkung: »Aus diesen 32 
berechneten und gezeichneten Figuren geht auch hervor, 
daß die 32 Lösungen des Malfattischen Problems weder 
von Binder noch von Sachs in allen Fällen (vgl. No. 6—8) 
richtig charakterisiert worden sind.« 
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In der genannten Arbeit hat Pampuch selbst eine 
eigene korrekte Determination entwickelt, die aber wesentlich 
algebraischer Natur ist. Dieser möchte ich nun eine rein 
planimetrische gegenüberstellen und scheue mich auch nicht, 
dabei einen Weg einzuschlagen, den Sachs ausdrücklich 
als ungeeignet bezeichnet, indem er schreibt!): »Überhaupt 
erscheint mir die Wahl der Einteilung der Lösungen nach 
den Winkeln, in denen die Kreise liegen, als eine wenig 
glückliche; denn einmal werden dadurch offenbar verwandte 
Gestalten der Lösung voneinander getrennt, und sodann 
kommt es sehr oft vor, daß sich bei Vertauschung der 
Winkel B und C durchaus nicht der entsprechende Fall der 
Auflösung einstellt, der nach dem Schema zu erwarten wäre.« 

Ich hingegen finde, daß grade diese so naheliegende 
Wahl der Einteilung ganz naturgemäß ist und auch voll- 
ständig zum Ziele führt, wenn man ein zweites ebenso natur- 
gemäßes Einteilungsprinzip hinzufügt. Dies letztere besteht 
einfach in einer genauen Unterscheidung der verschiedenen 
Arten, wie zwei Maliattische Kreise sich überhaupt berühren 
können.“ — 

Meine auf die genannten beiden Prinzipien aufgebaute 
Determination führt zunächst zur Einteilung aller Lösungen 
in drei Hauptgruppen, die sich auf die einfachste Weise 
folgendermaßen kennzeichnen lassen: 

Die Fassung der Aufgabe gestattet den Malfattischen 
Kreisen, daß sie nicht bloß in den inneren Winkeln des 
Dreiecks, sondern auch in deren Neben- und Scheitelwinkeln 
liegen können. Wegen des Verbots von „Kreisbüscheln“ 
dürfen aber niemals zwei dieser Kreise auf entgegengesetzten. 
Seiten oder „Ufern“ — wie Binder das nennt — einer und 
derselben Dreiecksseite gelegen sein. Bezeichnet man die 
zwölf in Betracht kommenden Winkel in der Weise, wie 
Fig. 1 es zeigt, mit den Nummern 1 bis 12, und diejenigen 
Kreise, welche die Schenkel dieser Winkel berühren, ent- 
sprechend mit X, bis Äjs, so kann X, kombiniert werden 
zunächst mit X, und X,. Dann werden die Malfattischen 


l) Dr. Joseph Sachs: „Über die Aufgabe des Malfatti, ihre Er- 
weiterungen und Lösungen“. Freiburg 1885. S. 27. 


Kreise beherbergt von zwei Außen- und einem Innenwinkel. 
Die Außenwinkel sind solche, welche vom Dreieck aus ge- 
sehen nach einer und der- 
selben Richtung hin liegen. 
Ganz dasselbe geschieht bei 
den Kombinationen Aa Ag Kıı 
und Ä3 Kz Kjs.- Diese drei 
Verbindungen bilden also 
eine zusammengehörige 
Gruppe, die erste. 

Der Kreis X, kann aber 
auch mit Ä, und Ä;o zusam- 
mengestellt werden; dann sind zwei Außenwinkel und ein 
Scheitelwinkel beteiligt. Die Außenwinkel liegen dabei aber 
so, daß sie das Dreieck zwischen sich haben. Das Gleiche 
ist der Fall bei den Vereinigungen Ä3 K}ı K, und K,Ks Ky. 
Diese drei Ternionen stellen demnach eine naturgemäße 
zweite Gruppe dar. 

Untersuchen wir jetzt, welche Ternionen weiterhin noch 
möglich sind, so finden wir bloß die eine AaK,Kjs. Diese 
hat, da die Kreise in den drei inneren Dreieckswinkeln liegen, 
ihres Gleichen überhaupt nicht und bildet demnach für sich 
allein die dritte und letzte Gruppe. — 

Jede Gruppe zerfällt nunmehr in Unterabteilungen 
zufolge des zweiten Einteilungsprinzips, welches sich auf die 
verschiedenen Arten gründet, wie je zwei Malfatti’sche Kreise 
einander berühren können. 

Gewöhnlich pflegt man bei Kreiskontakten nur zu unter- 
‘scheiden zwischen Berührungen von außen und von innen. 
Das genügt aber bei Malfattischen Kreisen durchaus nicht. 
Überhaupt zieht das Verbot der „Kreisbüschel“ schon den 
gänzlichen Ausschluß der Berührungen von innen, wie man 
sich leicht überzeugt, sofort nach sich. Es kommt also 
darauf an, eine wesentliche Verschiedenheit in den Be- 
rührungen von außen aufzufinden und diese zur Einteilung 

der Lösungen zu verwerten. 
| In der vorhin bezeichneten Abhandlung werden sämt- 
liche Arten, wie Innen-, Außen- und Scheitelwinkelkreise 
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einander berühren können, ausführlich besprochen und alle 
vorkommenden Unterschiede von Erst-, Büschel- und Letzt- 
kontakten bestimmt festgestellt. Ferner wird daselbst gezeigt, 


wie durch die Kontaktart irgend zweier Maliattikreise zu- / 


gleich die mögliche Lage des dritten mit Sicherheit erkannt 
werden kann. Indem ich im allgemeinen auf diese Er- 
örterungen verweise, will ich hier nur eine Stichprobe kurz 
anführen. — | | 
Stellen wir uns vor, in Fig. 2 seien die Kreise X; und 

K; aus ihren Ecken A und B. heraus gewachsen und in den 
| Winkelräumen 3 und 8 

allmählich vorgeschrit- 


irgend einer Stelle den 
Kreis Äg festgehalten, 
Ks aber weiter wachsen 
lassen. Auf diese Weise 
entsteht zunächst eine 
Berührung von außen, 
ein Erstkontakt. 
. Gleich nachher schnei- 
den sich die Kreise und 
fahren damitfort, bis der 
wachsende X3 den klei- 
neren umfassend, oder 
was dasselbe ist, der 
kleinere den größeren 
von innen berührt. Jetzt liegt ein Büschelkontakt vor. 


Weiter wachsend schneidet X, wieder, bis nochmals eine Be- 


rührung von außen, ein Letztkontakt eintritt. Erst- und 
Letztkontakt sind also sehr einfach voneinander zu unter- 
scheiden. | | 
Noch eine andere Unterscheidung ist von Wichtigkeit. 
Es mögen die Berührungspunkte beider Kreise auf der ge- 
meinschaftlichen Tangente AB heißen P3 bez. P5, die auf AC 
und BC liegenden Berührungspunkte Q, bez. Qs; der Be- 
rührungspunkt beider Kreise unter sich heiße R. Der in 
den Winkelraum 3 sich einschmiegende Bogen von X3 ist 


ten. Dann habe man an 
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also PQ;. Dieser Bogen reicht nicht bis zum Punkte R 
beim Erstkontakt. Beim Letztkontakt hingegen greift er 
über R hinweg und enthält diesen Punkt in sich. Dies 
der Grund, weshalb der in Fig. 2 dargestellte Fall „Letzt- 
kontakt mit übergreifendem X“ heißt. Man sieht leicht, 
dass auch ein Letztkontakt mit übergreifendem X, möglich ist. 

Wie bei X; und Ä3, so ist bei allen Kreispaaren zwischen 
Erst- und Letztkontakt zu unterscheiden, und im letzteren 
Falle kommt es wieder darauf an, welcher Kreis über- 
greift. _Bei dem Kreispaare A,K, zeigt sich dabei noch 
die Möglichkeit, daß beide Kreise zugleich über ihren Be- 
rührungspunkt hinüber greifen; wir haben dann den „doppelt 
übergreifenden Letztkontakt.“ (Fig. 15, S. 21.) — 

Um nun noch an einem 
Beispiel zu zeigen, wie die 
Lage und Kontaktart zweier 
Malfattikreise die möglichen _ 
Lagen des dritten erkennen 
läßt, legen wir in Fig. 3 die 
Kreise X, und A, in Eıst- 
kontakt. Leicht sieht man 
dann, daß in dem von zwei 
Geraden und zwei Kreis- 
bogen rings umgrenzten Viereck CQzRQ;C ein Kreis Kjs 
liegen und alle Forderungen der Malfattischen Aufgabe er- 
füllen kann, wenn hierzu den Kreisen X, und Ä3 die richtige 
Größe gegeben worden ist. Ebensogut kann aber auch in 
den offenen Winkelraum XQ;RQ;Y ein dritter Malfattikreis 
gezeichnet werden, nur müssen dann X, und Ä3 eine andere, 
zu diesem Äjs passende Größe bekommen. Der Erstkontakt 
zwischen Ä3 und Ä3 liefert daher augenscheinlich zwei Lösun- 
gen des Problems. 

Liefert er aber auch nur zwei Lösungen? 

Gesetzt es sei auf irgend eine Weise gelungen, die zwei 
Kreise X, und A, so zu bestimmen, daß ein gewisser, in 
dem umschlossenen Viereck CQ;zRQ;C liegender dritter Kreis 
Kjs die Forderung Malfattis erfüllen kann; dann ist Xj2 da- 
. durch eindeutig bestimmt. Denn wenn wir uns vorstellen, 
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der Kreis X. wüchse aus dem Scheitelpunkt C heraus all- 
mählich in den Winkelraum 12 hinein, sein Mittelpunkt 
schreite dabei auf der Winkelhalbierenden CD (Fig. 4) fort, 
und seine Peripherie berühre stets die Schenkel AC und BC, 
dann erhält er zufolge unserer Voraussetzung auch einmal 
eine solche Größe, daß er Ä, und Ag gleichzeitig berührt. 
Die Lage, welche der Mittelpunkt in diesem Falle auf CD: 
hat, ist aber auch offenbar die einzig mögliche. Schiebt man 
inn nach C hin zurück, so wird Äjs kleiner, und die Kon- 
takte mit X, und X, gehen ohne Wiederkehr verloren. Schiebt 
man ihn aber weiter nach D’hin, so wird X» größer, schneidet 


sowohl X; als XÄ,, und ein Letztkontakt mit beiden kann erst 
wieder eintreten, wenn Ä7, in dem freien Winkelraum XQ3RQ;Y 
liegt. Dann aber haben wir den vorhin schon gekenn- 
zeichneten zweiten Fall, und es ist ebenso leicht einzu- 
sehen, daß eine für diesen passend ermittelte Stellung der 
Kreise X; und A, die Lage von Äjs gleichfalls eindeutig 
bestimmt. — 

Das Ergebnis dieser Überlegung ist also, daß zu jeder . 
einzelnen richtigen Lagebestimmung der Kreise X, und %3 
immer auch nur eine mögliche Lage von Äj. paßt. Der 


Erstkontakt zwischen X; und Ä, wird daher zwei und nur > 


.. 


zwei Lösungen des Problems liefern, wenn er zwei und 
nur zwei Lagebestimmungen von X3 und A; liefert. Diese 
Tatsache aber wird im Folgenden abgeleitet werden. 

Ähnlich wie an diesem Beispiel läßt sich auch an jedem 
andern leicht nachweisen, daß zwei gegebene Malfattikreise 
den dritten eindeutig festlegen. Ä 


Zurückführung des Matffattischen Problems auf einfachere 
Konstruktionsaufgaben. 


l. Zu zwei gegebenen Malfattikreisen den dritten zu 
zeichnen. (Fig. 4.) 


Die Aufgabe läuft auf den Einzelfall P;PsL des Apollo- 
nischen Taktionsproblems hinaus. — Durch den Mittel- 
punkt X,, den Berührungspunkt Q; und K3Qs = QsE ist E, 
und hierdurch FG || BC bestimmt. Durch A377 CD und 
HJ = Ks;H ist J, ferner M auf FG, damit aber auch N und S$, 
schließlich durch SAja | FG der gesuchte Mittelpunkt Äjs 
und der Radius X75/ bestimmt. 

Die Lösungsmethode ist in allen vorkommenden Fällen 
die gleiche. 

Ebensogut wie der Mittelpunkt X, kann natürlich auch 
Ks benutzt werden, und die Konstruktion führt, wenn beide 
gegebene Kreise wirklich die zu einer Lösung des Malfatti- 
schen Problems geeignete Lage haben, genau wieder zu 
dem vorhin bestimmten Mittelpunkte Äjs. — Handelte es 
sich bloß um die Apollonische Aufgabe P,PL, so würde 
auf FG der Punkt 5, dem Punkte 5 gleichwertig sein und 
zu einer zweiten, gleichwertigen Lösung führen. Wäre diese 
nun auch als Lösung der Malfattischen Aufgabe brauchbar, 
so müßte, falls X; statt X, zur Konstruktion benutzt wird, 
für den dritten Malfattikreis sich natürlich ganz der gleiche 
Mittelpunkt ergeben, den auch der Punkt S, liefert. Das 
ist aber, wie man leicht ersieht, durchaus nicht der Fall.!) 


t) Von gleichschenkeligen und gleichseitigen Dreiecken sehen wir 
selbstverständlich ab. 
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I. In oder an ein gegebenes Dreieck zwei einander 
und je zwei Seiten berührende Kreise so zu zeichnen, 
daß ihre Radien das gegebene Verhältnis p:g haben. 


Fig. 5 zeigt die Konstruktion zunächst für diejenige 
Gruppe von Lösungen der Malfattischen Aufgabe, welche 
wir vorhin als die erste bezeichnet haben. Dabei liegen die 
beiden Kreise in zwei Außenwinkeln auf derselben Seite 
des gegebenen Dreiecks. 


Man halbiere den Außenwinkel an A durch AD, den 
an B durch BE, errichte AF 1 AB, schneide von AF die 
Strecken AG=p und Al =qg ab, ziehe GJ || AB bis zum 
Durchschnitt mit AD und ebenfalls AZ || AB, beschreibe um J 
mit o—+ gq einen Bogen, der AZ in M schneidet, verbinde 
A mit M, verlängere AM bis zum Durchschnitt X, auf BE, 
verbinde J mit M und ziehe ÄgKz | JM, so hat man die 
Mittelpunkte der gesuchten Kreise. 

Der Beweis ist sehr einfach. Fällt man von den Punkten 
J, M, Ks, Kg Lote auf AB, so erhält man zwei ähnliche Trapeze, 
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und da zufolge der Konstruktion in einem derselben eine 
von den nicht parallelen Seiten gleich der Summe der pa- 
rallelen ist, so muß das auch in dem andern der Fall sein. 
Daraus folgt, daß die Kreise einander und die Dreiecks- 
seiten berühren. Da ferner die parallelen Seiten des einen 
Trapezes gleich p bez. q sind, so müssen die Radien der 
Kreise X, und X, zufolge der Ähnlichkeit sich zueinander 
verhalten, wie p:g. 

Fig. 5 läßt zweitens erkennen, daß die Konstruktion 
genau dieselbe ist, wenn die beiden Kreise innerhalb des 
Dreiecks gezeichnet werden sollen; sie kann daher auch für 
die vorhin gekennzeichnete dritte Gruppe von Aufgaben 
benutzt werden. — 

In beiden durch Fig. 5 dargestellten Fällen stehen die 
konstruierten Kreise in Erstkontakt miteinander; um nun auch 


ein Beispiel aus der zweiten Gruppe und zugleich den Fall 
eines Letztkontakts vorzuführen, möge Fig. 6 dienen. Die 
Kreise X, und A, liegen in solchen Außenwinkeln, welche das 
Dreieck ABC zwischen sich haben, und Ä, steht gegen X, 
in „übergreifendem Letztkontakt“. Man sieht auf den ersten 
Blick, daß Konstruktion und Beweis buchstäblich so bleiben 
können, wie sie vorhin gelautet haben. Ferner überzeugt man 
sich leicht, daß auch der zweite Durchschnittspunkt, den 
der mit p—+ g um J beschriebene Bogen auf AL erzeugt, zu 
richtigen Konstruktionen benutzt werden kann. 

Weiter hierauf einzugehen oder noch andere Beispiele 
vorzuführen, dürfte überflüssig sein. Wenden wir uns daher 
jetzt zur letzten und zwar zur Hauptauigabe: 


Ill. Das Verhältnis der Radien irgend zweier Mal- 
fattischer Kreise durch zwei Strecken p und g dar- 
zustellen.!) 


Die Lösung dieser Aufgabe beginnen wir mit einer 
„algebraischen Analysis.“ Sehr nützlich erweisen sich dabei 
drei Beziehungen zwischen den winkelhalbierenden Trans- 
versalen und anderen Strecken am Dreieck, einfache Gleich- 
ungen, -die sich mit den in der Einleitung genannten Vor- 
'aussetzungen rein planimetrisch leicht ableiten lassen. In 
diesen Ableitungen sowie bei der algebraischen Analysis 
überhaupt benutzen wir folgende 


Benennungen. 


In Bezug auf die Bezeichnung der bei Lösung der Auf- 
gabe in Betracht kommenden Punkte, Winkel und Strecken 
schließe ich mich im wesentlichen an Pampuch?) an mit 
einer Ausnahme. Pampuch benutzt die Orthogonal- 
kreise der Malfattischen und bezeichnet die Radien der 
ersteren mit x, y, 2, die der letzteren mit x,, yı, Zı-. Wir 
bedürfen der Orthogonalkreise nicht, daher bedeuten x, y, z 
die Radien der Malfattikreise, und zwar gehört x zum Winkel 
CAB bez. zu dessen Neben- oder Scheitelwinkel; y gehört 
in derselben Weise dem Winkel ABC und z dem Winkel 
BCA an. — Der Radius des Inkreises heißt o. Dieser 
Kreis trennt an seinen Berührungspunkten die Seite AB=c 
in die Stücke s; und ss, BC =a in die Stücke s, und Ss, 
CA = b in die Stücke s; und s,. Dabei liegt s, an A, s, an 2, 
s; an C. — Die drei Höhen werden mit ha, bg, hy, der Um- 
fang mit 2s, der Mittelpunkt des Inkreises mit O, die Strecke 
AO mit a, BO mit 8, CO mit y bezeichnet. Der an die Seite 
AB beschriebene Ankreis hat den Mittelpunkt O; und den 
Radius os. Sein Berührungspunkt auf AB trennt AB eben- 
falls in die Stücke s,; und s,, aber in diesem Falle lie$t be- 


1) Binder führt in seiner Abhandlung: „Das Malfattische Problem‘. 
Programm des Seminars Schönthal, Tübingen 1868, S. ı7 fünf ähnliche 
Aufgaben an, ohne übrigens irgend eine derselben zu lösen. Auf die 
oben angegebene scheint er nicht gekommen zu sein. 

2) Siehe das vorhin erwähnte Programm, Straßburg 1902, S. 5. 
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kanntlich s, an B, s an A. Entsprechend ist es bei den 
anderen Ankreisen. Die Strecke AO, wird mit as, BO, mit 
ßs und CO; mit y3 bezeichnet. 


Beziehungen zwischen den winkelhalbierenden 
Transversalen und anderen Strecken am Dreieck. 


Zwischen a, 5, c, ha, hp, hy, a, B, % Si, Se, S; und dem 
Radius o des Inkreises gelten die drei Gleichungen: 


I ha a bsg REN e52, 
ORTE on 

108 02: 0 

IS a0: a 


Die späteren Entwickelungen werden sehr erleichtert, 
wenn wir jeder von diesen drei Gleichungen jetzt sofort die 
drei Formen geben, welche durch cyklische Buchstaben- 
vertauschung daraus hervorgehen. Dann erhalten wir folgende 
neun Nummern: 


ha bs CS 
20 % P? 
hi CS as: 
2) es ee .. ke an 
20 a y2 


3) hy’ 489 bsı, 


By 
4) SS; — 0? + 0". 
9) S35ı = 0°? 07 


6) SI — 0? 0 m 
7) 515%. 4000. 
8) Ssya — bPR. 
GPSE0H, CD: 


Zieht man statt des Inkreises den Ankreis an AB in 
Betracht, so erhalten diese neun Gleichungen folgende etwas 
veränderte Gestalt: 


NEBEN OS 
SEE Te 
11) AB 05 WECHH 
208° 2 Qg 


Be 


AyERE Ss 25080 
= 208 2 Ba 0 de 


13) ss; = — 03? + 03 am 
14,55 = 02.0 a 
15). 515 —= — 05? + 03 Bun. 


16) sazP3 — C03Y3. 
17) s,0393 = b03ß3. 
18) 52393 = 403.03. 


Beweis für die Gleichungen No. 1, 2, 3. 


Es: sei in Fig, 7 die Strecke CD—-CA = 2, 7 775 
AG=GD, GH|CD, und BO halbiere den Winkel ABC. 
Dann ist AT = HE—=+#ha. Weil nun Dreieck OCFw ACG 
w AGA, so ist: 


a Be 
: er und ee 
woraus durch Multiplikation: 
Be Be 
Naomi .,e» 


Auf ganz dieselbe Art ergeben sich die übrigen in den 
Sätzen No. 1, 2, 3 behaupteten Gleichheiten. 


N ae 
Beweis für die Gleichungen No. 4, 5, 6. 


In Fig. 8 sei um AO=a als Durchmesser ein Hülis- 
kreis beschrieben, der AC natürlich im Berührungspunkte D 
des Inkreises schneidet. CO ist bis zum Durchschnitt Z mit 
dem Hülfskreise verlängert. Durch Z ist der Durchmesser 
EF=AO=.a gezogen. Dann sind verbunden A mit Z und F, 
D mit O, Eund F, und O mit F. 


Nun folgt aus Winkelvergleichungen, daß Dreieck GCO 
& DEF und Dreieck OBG w AOF ist. Diese beiden Ähn- 
lichkeiten und die Anwendung des Ptolemäischen Lehrsatzes 
auf das Sehnenviereck EFDO ergeben: 


0 ORS DE OE. DR DIN BE 0 
ar DE er 


a ß 

Hieraus erhält man durch C 
Multiplikation mit 9: y so- 
fort die Gleichung 4: 


a [© 


a a a 


os 
a. 


Fig. 9. 
By 


Die Gleichungen 5 und 
6 sind analog zu beweisen. 


Beweis für die 
Gleichungen No. 7, 8, 9. 


Die Anwendung des Pto- 
lemäischen Lehrsatzes auf 
das Sehnenviereck AFDE 
liefert die Gleichung: 


sıa= AF.DE- AE.DF. 


' Hieraus ergibt sich mit Benutzung der vorhin angegebe- 
nen Ähnlichkeiten: 


0, 


1 _AR,DE,AB,DE_ 0,» , 9.0 
a 9) >: OH HD a: Y 
Demnach sı8y = 0a (Ss —- 53) = 0au. 


Damit sind auch die Sätze 8 und 9 erledigt. 


LY 


en 
Beweis für die Gleichungen No. 10 und 11. 
In Fig. 9 (S.17) ist Dreieck AFG® OÖ; CHwCAF. Daher: 


AG 8 AR 2.0 
nd er also: 
AG __ 088 Ra 2% 808 vn RO ON 
Bee oder „, = 7,2 mithin I Te 


Auf dieselbe Art wird auch der zweite Teil von No. 10 
und der Satz No. 11 bewiesen. 


Beweis für die Gleichung No. 12. 


In Fig. 10 ist Dreieck CGA®AO:SF®,CAG. Daraus folgt: 
CAmS: 03 d GEHE s2, 


Co 0 ACH GE 
nilatian 202,033 Ay __ 0352 
Also durch Multiplikation: —; = a2 oder 5, = a2’ 
ES t hy: b 
woraus sich ergibt: — — -. 
2.03 Q3? 
2% hy € 
Ebenso erhält man; — 
2 03 Ba 


Beweis für die Gleichungen No. 13 und 14. 
In Fig. 11 ist Dreieck O3DC ® O;FA w O;EA, und 

Os GB» EFG. 
00.98 ren 


Demnach: CO Ber 
er COs3 034’ Ya ag 


SEHON 


BG EG s1 EG 
nd: — —. d.h. > = — 
und SE 3 d 2; FRE also 
ss1 __ Os: EG 
Bay Qg2 
EB ATEREOSE 02 Oz3E 
Ferner: ee, den. RER 
O03G GE O3: GH ; 
und OB RR d.h. EN also: 
0 _ 0E: GE, 
Days Qg? 
Im Sehnenviereck O,EGF ist aber OsF- EG—+ O;E: GF 
= 0,6 . ER; 
ss 2 03G : EF 03G Br 
a ee daher schließlich: 
B3Y3 B3Y3 a3 a3 Q3 
I B3Y3 
s1——0°+ re 


Auf dieselbe Art und Weise wird auch die Gleichung 14 
bewiesen. 


Beweis für die Gleichung No. 12. 


In Fig. 12 ist Dreieck 0,GAw O;,FC® OgEF, und Drei- 
eck 0,GBw DFE, also: | 


AG Oz3f sa OzsF BG DIE 1 DE 
— — —, d.h == -—-, und — = -—,dh. = = —, 
AOs3 OsC Qz Y3 BO3 EHE Ba Y3 
$1S$ Of: DE 
also I — ———. 
Q3.ß3 Y3 
O3G OgE 03 OsE MEI DE 03 DE 
Sodann een ee SFr . ®. ge ETERTIH un ae nn [3 h. At een 
034 Fi Ag‘ ya’ OB EF ‚Ps Ya’ 
2 OsE : DF 
Else, 
@3.B3 73 
2* 


64 er Lu 
u 


ee 


Im Sehnenviereck O,DEF ist GE. DF—= O;F.DE 
O;D:>ER, 41so: 
03° GER: DE O3D N SEE 5189 Ei 9 


aß: Ys2 Ys? Q3ß3 


mithin 05° = 515g — 03 wi, 


wu. 


‚oder a — 03°—0g 


Beweis für die Gleichungen No. 16, 17 und 18. 


Aus No. 15 folgt: 0 — 05?— 81So, also: 


51823 


Az — OyY3 — = 


) 


. . 8S18 > 
Nun ist nach einem bekannten Satze 0,? —= = °, also 
E | 
5153 A ER 
ee mithin: 


SQa3ß; = SQ3Y3 — S303Y3 — (S—S3) 033 — CO3Y3. 
Ebenso folgt aus Gleichung 14: 
a3’Y3 


0 05? —+ 58a, also: 


sSaß: 551582 
a ee 0303 + m °, und 513% = S103ßs + —.. 03 ß3- 


03? 
S1@3Y3 — 81033 + 8303B3 —. (Sı + 53) 03ßg — 003B;. 
Auf dieselbe Art kann auch die Gleichung 18 bewiesen 
werden. 


Paradigmen für die Grundgleichungen. 


Bei allen 32 Lösungen des Problems geht die algebraische 
Analysis von je .drei Grundgleichungen aus. Es ist aber 
keineswegs nötig, diese 96 Grundgleichungen sämtlich einzeln 
abzuleiten; denn die Form derselben hängt bloß ab von 
der Lage und Kontaktart je zweier jedesmal in Betracht 
kommender Kreise. Daher genügt es, eine Reihe von Para- 
digmen zu entwickeln, aus der man dann nachher für jede 
einzelne Lösung die drei passenden auswählen und zusammen- 
stellen kann. | 


BE 


Bei sämtlichen Grundgleichungen kommt überdies der 
Umstand in Anwendung, daß die Projektion der Centrale 
zweier Maliattikreise auf ihre 
gemeinschaftliche Tangente 
gleich dem doppelten Pro- 
dukt aus den Wurzeln der 
Radien ist. Heißen diese 
x und y, die erwähnte Pro- 
jektion p, so besteht die 
Gleichung p—=2V xy, deren 
Richtigkeit aus Fig. 3 sofort A 

_ einleuchtet. 


1) Zwei Innenwinkelkreise im Erstkontakt. 


In Fig. 13 ist co — 2AOB — 2(AOF-+ BOF) — 2(AM,F-+ 
M,OF + BMsF + MsOF). 
co — 2[AMıF + BMsF + (M,OF + M,OF)). 
c=x- 54 0:DE. 
e—=xs+9yss+ 20-.V xy. 


2) Zwei Innenwinkelkreise in Letztkontakt mit ein- 
seitigem Übergriff. 


In Fig. 14 ist co= 2AOB = 2(AOF-+ BOF) = 2(AM,F — 
M,OF + BMs;F-—- M;OF). 
co — 2[AM,F —+ BM;F— (M,OF — M:OF)]. 
co—=XSs} + YySsg — 0:DE. 
co —xSs1 4 yS — 20V xy. 


WIE 


ee 


Diese Gleichung bleibt unverändert, wenn x mit y und 
gleichzeitig s, mit sa vertauscht wird. Es kommt also nicht 
darauf an, welcher von beiden Kreisen der übergreifende ist. 


3) Zwei Innenwinkelkreise in Letztkontakt mit dop- 
peltem Übergriff. | 
In Fig. 15 ist co= 2AOB = 2(AOF-+- FOB) = 2(AM;F— 
M,OF—+ BM,;,F — M,OF). 
co =2[AM,F + BM;F — (M,OF - M,OF)). 
= XS) 4+ySs —0:DE. | 
N u 
Dieses Paradigma stimmt mit dem vorigen vollständig 
überein. Es kommt für die Form der Grundgleichung also 
auch darauf nicht an, ob ein oder zwei Kreise übergreifen. 


4) Ein Innen- und ein Außenwinkelkreis in Erstl- 
kontakt. 


In Fig. 16 ist a0; = 2B0;C = 2(— BO;F -- CO;F) = 2 
(BM;F— M,O;F)) + CM;3F + M3O;F]. 

a03 = 2|— BM;F—+ CM;3F—+ (M3O;sF — M,OsF)). 

00 = —YSı + 28 + 03DE. | 

00 — —ySı +25 + 20; Vyz. 


ar 


RE ee 


5) Ein Innen- und ein Außenwinkelkreis im Letzt- 
kontakt. 
In Fig. 17 ist a03 = 2BO,C —= 2 (— BO;3F + CO;3F) = 2[— 
(BM;F-+ M;OsF) + CMsF — M30sF]. 
403 — 2[— BM;F—+ CM3;F— (M,O;F —+ M3O5F)]. 
a0: — — ySı + 25 — 03: DE. 
00: = —ySı + 25 — 203V yz. 


19 
6) Zwei Außenwinkelkreise (X, und X,) im Erst- 
kontakt. 

In Fig. 18 ist co, — 24A0,B— 2(AO,F-+ BO,F) = 2(—AM;F 

+ M,OsF — BM,F + M,O;F). 


le 
. C03 — 2 I— AM,F — BM;F— (M,Os3F + M,;,OsF)]. 
0 = —XSg —ySs/ + 0DE. 
re 
7) Zwei Außenwinkelkreise (X, und XK,) im Letzt- 
kontakt. 


In Fig. 19 ist ca =2A0;B= AO; F+BOF)= U -AMFE 


I MOF-BMETMOD 
C03 — 2[—- AM, F — BM,;F + (M,O3F + M;O5F)]. 


(a = —X% — ySı + 0QDE 
= — x, —ys + 20V xy. 
27 


Zu beachten ist dieser einzig dastehende Fall, in wel- 
chem der Letztkontakt nicht, wie sonst immer, das Vor- 
zeichen der Quadratwurzel umkehrt. Dies entspricht dem 
Umstande, daß hier zwischen Erst- und Letztkontakt die 
Kreise ausnahmsweise nicht durcheinander hindurch, sondern 
aneinander vorbei geglitten sind. — Die Paradigmen No.6 


und 7 sind demnach gleichlautend, und es kommt auch nicht z & 


darauf an, welcher Kreis der übergreifende ist. 


a 


8) Zwei Außenwinkelkreise (X; und X,) im Erst- 
kontakt. 
In Fig. 16 ist cog = 2 AO3B = 2 (AO; F!-- BO;F!) = 2(AM,F} 
—+ M,O3F! + BM;F!—+ M,OsF!). 
2[AM,F! + BM;F!—+ (M,O;F! + M,O;F})). 
XS, + YSı + 0 DIEN. 


C03 
C03 


CO = x5,+ ySsı + 205V X. 


IQ 


M, 
9) Zwei Außenwinkelkreise (X, und Xs) im Letzt- 
kontakt. 
Bere D0 ist 005 DAOSB = D(AO:FT BÖSE) —=2(AM;E 
— M,OsF-+ BM;,F- M,O5F). 

Eu SAME ByEPRNMO,E= M,O;F)]: 
00, = XS + ySı — 03DE. 
CO —= XS; + ySı — 203 V xy. 


Ram 


Auch hier erweist es sich ebenso wie bei Paradigma 
No. 2 gleichgültig, welcher Kreis der übergreifende ist. 


10) Ein Außen- und ein Scheitelwinkelkreis im Erst- 
| kontakt. 
In Fig. 21: ist a, = 250 C=2(- BO, CO —— 
(— BM;F + MO3F) +(— CM;F + MsO;F)l. 
403 — 2[BM;F— CM3;F—+ (M3OsF — M,OsF)]. 
als Vs 28 DE 
405 = ySı — 254 203 V yz. 


RE 


11) Ein Außen- und ein Scheitelwinkelkreis im Letzt- 
kontakt. 


In Fig. 22 ist ao; = 2BO;C —= 2(— BOs3F + CO;F) — 2[— 
(— BM;F+ M;03F) + — CM;F + M;OsF)). 
a03 — 2[BM;F— CM3F— (M,O;F — M3O;F)]. 
003 = yS| — 25 — 03DE. 
Es VS 23.200. y2 


Damit sind alle Fälle erschöpft. Das Ergebnis ist also 
dies: Zu unterscheiden sind fünf Arten von Kreispaaren, 
welche im ganzen elferlei Kontakte miteinander eingehen 
können. Da aber zweimal je zwei dieser letzteren auf die- 
selbe Grundgleichung führen, so gibt es unter den 96 Grund- 
gleichungen, die zu den 32 möglichen Lösungen des Pro- 
blems gehören, bloß 9 wesentlich voneinander verschiedene. 
— Mit Hülfe dieser und der vorhin erwähnten Transversalen- 
sätze können wir nunmehr die Aufgabe III vollständig er- 
ledigen, und zwar für alle drei Gruppen und sämtliche Unter- 
abteilungen. 


Erste Gruppe der Lösungen. 


Hierzu gehören, wie in unserem zweiten Abschnitt ent- 
wickelt wurde, die Kreisternionen Ä, K, Kg, K, KK), und 
K3 Kg Kj., welche einander so vollständig entsprechen, daß 
nur eine berücksichtigt zu werden braucht. Wir wählen die 
letzte, weil die darin vorkommenden Kontakte zwischen X; 
und X3z früher schon untersucht worden sind. 


Unterscheiden müssen wir drei Unterabteilungen a, 5 
und c. Bei a stehen Ä3 und X, im Erstkontakt, bei 5 in 
Letztkontakt mit übergreifendem Ä;, bei c in Letztkontakt 
mit übergreifendem X,. — In der ersten Unterabteilung 
kommen die Seite 9 beschriebenen beiden Fälle vor. ÄKjs 
kann nämlich entweder in dem abgeschlossenen oder in dem 
offenen Teile des Winkelraumes 12 liegen. 


OD e 
Erster Fall der Unterabteilung a. 
Erstkontakt zwischen Ä3 und K,;. Paradı nn 8. 
CO = XS, + ySı + 205 V xy. 
Erstkontakt zwischen A, und A. Paradigma 4. 
4, =—- Vs + 25 1 20Vy2 
Erstkontakt zwischen X), und X. Paradigma 4. 

| bo 


‘- Multipliziert man diese Grundgleichungen der Reihe 
nach mit den Transversalensätzen 12, 10, 11, so werden die 
linken Seiten der ersteren einander gleich, nämlich gleich 
dem Flächeninhalt des Dreiecks, und man erhält: 


5: (x + ysı+203V xy) = = (xs,+ysı+203V xy). 
En s(—ys1+25+203 9) aa —ys)+2s+2g3V y2). 
= = Kst zes 20 x) > (52425420 V x2). 


Diese sechs Ausdrücke für den Flächeninhalt stellen wir 
zu je zweien so zusammen, daß die Seiten a, 5, c heraus- 
dividiert werden können, multiplizieren die drei dadurch 
entstehenden Gleichungen mit dem Hauptnenner und setzen 
die Größen s, s, und ss in die Klammern hinein. Daraus 
ergibt sich: 


Bs2?(— XS82- 25? 2035 V xz) — 132 (x5182+ys1?+29351V X). 
7208224951804 2035, 3) = ass, +25 + 20,5 V/ 92). 
a3?(—yS1?+255,+20351V y2)—=B3?(—xS2°+2853+20353V x2). 


Ersetzt man die Produkte ss,, ss und s,sa durch die in 
den Gleichungen 13, 14, 15 angegebenen Werte, so entsteht: 


+ 284 20sVx2) 
= 132 (00° — x + ys1° + 20osı VRy) 
13° 0 + yo yo, + 2008 URS) 
= a ya + 25° + 2055 Vy2) 


BEL THRT 


3 
a3? (— ySı? — 205° + 20 + 2035} V y2) 
— Pa? (— xs2? — 205° + 20, a + 20353 V x2). 


Werden nach dem Ausmultiplizieren links und rechts 
die gleichen Glieder weggelassen, so läßt sich die Quadrat- 
wurzel ziehen, und wir erhalten: 


Ps (03 Vx 8 2) — 3 (03 Vx+ 1 Vy. 
3» (a Vy+sV)= til, Vy+sV2). 


3 (a Vz —-sVy=tB(g Vz —sV x). 
Bei den beiden ersten Gleichungen kann man die Minus- 
zeichen auf der rechten Seite offenbar weglassen. Durch 


Elimination von Vz finden wir aus ihnen sodann: 


Vx (Q39303 — 39303 P3Y352) — Vy (Qa3Y35ı — P3Y303 4 03303). 

Dieses Resultat vereinfacht sich sehr, wenn wir auf Grund 
der Sätze 17 und 18 die Größen s, und s, eliminieren. Dann 
fällt oa durch Division heraus, und es kommt: 


72 de are 
Y 03 a+Pßs—Y 


Willman hieraus die in Auf- 
gabe III verlangten Strecken 
p und ableiten, so kann das 
. geschehen durch folgende 


Konstruktion. 


Man bestimme zu dem ge- 
gebenen Dreieck ABC (Fig. 
23) den Mittelpunkt O, des 
die Seite AB von außen be- 
rührenden Ankreises, ferner 
den Mittelpunkt D und den 
Radius DE des Inkreises in 
AO;C, sowie den Mittelpunkt 
F und den Radius FG des In- 
kreisesin BO;C, ziehe EJ| AB, 
schneide von der verlänger- 
ten CB die Strecke BA= BG ab, verbinde J mit 7/7 und ziehe 
GK\|JH, so sind BJ und BK die gesuchten Verhältnisstrecken. 


0; 


Bla „90 2 
Beweis. 
= [&. $ ut oT — Bi | | AB: 
dg 1 (a+ß3— 5) O3A BG FE BG 034 
03B le = 3] ..BH DI Be 208 
BG. "032 BG BG BR: BG: BE SER 


Zweiter Fall der Unterabteilung a. 


Der Kreis Äjs liegt im offenen Teile des Winkelraumes 
12 und steht daher mit X, und X, in Letztkontakt. — Für 
die erste Grundgleichung ist das achte Paradigma bei- 
zubehalten, für die zweite und dritte aber statt des vierten 
das fünfte anzuwenden. Dabei ändert sich weiter nichts, 
als daß die Vorzeichen von V xz und V yz negativ werden, 
und dies hat nur zur Folge, daß in den linearen ‘Gleichungen 
das Vorzeichen von V z sich überall umkehrt. Demnach er- 
hält man: 

Ps (03 Vx —sVY)=+9»1(8 Vxs-+s V»y). 
3 (a Vy—3V)=+t%(,: Vy—sV2). 
(a Vz2+S5, V» —+ß(gaVz+s Vx. 

Bei der dritten Gleichung kommt auf der rechten Seite 
das Minuszeichen natürlich in Wegfall. Wir stellen diese 
dritte mit der ersten zusammen, indem wir dort auf der 
rechten Seite zunächst das Pluszeichen wählen. Eliminieren 
wir jetzt aus diesen beiden V y, so ergibt sich: 


V x(a3ß305— 437505 — PsY352)—V 2(a3ß3s—Qa3Y303+ B37303), 
und hieraus mit Benutzung der Formeln 16 und 18: 
Re is. -@ FB + 
2 05-0 193% 
Der Nenner — a — 3 — y3 ist gleich 3 — (a 73), 
und da es sich hier stets um absolute, nicht um gerichtete 
Strecken handelt, augenscheinlich geometrisch nicht darstell- 


bar. Daher kann dieses algebraische Ergebnis für de 


Lösung dergeometrischen Aufgabe nicht verwendet werden. 
Wählen wir aber auf der rechten Seite der ersten Gleichung 

das Minuszeichen und verfahren auf dieselbe Art wie vorhin, 

so kommen wir auf das brauchbare Resultat: | 


Do 13:09 De +0. 
2.0: At Bst Vs 


Konstruktion. Man bestimme (Fig. 24) wiederum 
den Mittelpunkt O; des der Seite AB anbeschriebenen Kreises, 
sodann Mittelpunkt D und Radius DE des dem Dreieck ABO; 
einbeschriebenen, sO- 
wie Mittelpunkt Fund 
Radius FG des dem 
Dreieck BCO;, anbe- 3 
schriebenen und BO; 
von außen berühren- 
den Kreises, ziehe 7 
| AC, beschreibe mit 
CH um CeinenBogen, 
der die verlängerte CA 
in J trifft, verbinde G 
mit J und ziehe AK 
ıGJ, so sind CK und 
CG die verlangten 
Strecken p und g. 


Beweis. 
En 39 az ee ON er = AE 
ARTE E (a + PB; + wi 12054 =] = 034 
OsC CH GERICHTE CH! CK CK 
= y- Re DER LOG ICH CE: 


Die Unterabteilungen b und c. 


Bei der Unterabteilung b ist X, bei c ist X, der über 
greifende Kreis. Für beide Fälle paßt aber Paradigma 9 in 
gleicher Weise. Für die Kontakte von Äjs mit X; und A, 
ist Paradigma 4 anzuwenden, weil beides Erstkontakte sind. 
Die Grundgleichungen heißen also: 

COs XS VS 9085 V.xy. 
a9 —=— ySsı + 254 203 V yz. 
Ds a a IE XZ 


Vergleicht man sie mit denen des ersten Falles von 
Unterabteilung a, so findet man als einzigen Unterschied das 
negative Vorzeichen von V xy. Die hier abzuleitenden linearen 
Gleichungen stimmen daher auch mit den dortigen bloß 


en Zr 


— 32 — 


darin nicht überein, daß diejenigen Klammern, in welchen 
‚sowohl Y x als V y vorkommt, statt eines Pluszeu ein 
Minuszeichen enthalten. Man bekommt: 


Ps (03 Vx 2 V2) — +73 (03 Er. Sı V»). 
Y3 (03 Va $92 Vx) — + 03 (03 Vy 1 V 2). 
9 (a Vz —sı V») — + P3 (03 Vz—s Ve 


Aus der ersten und dritten Gleichung eliminieren wir Ye 


erhalten dabei aber für das Verhältnis V: vier verschiedene 


Antworten, weil die Doppel- 

zeichen auf der rechten Seite 

alle beide berücksichtigt wer- 

den müssen. Diesevier Werte 

sind folgende: 

V:= 3». = ara 
2.0: ae 


zn, wo 
GG ae Br 
2% ‚ati 
9.4 —B 3 
ur a3 + Ba — ec | 
ge 
Die beiden ersten sind, 
weil negativ, offenbar aus- 
zuscheiden. Die dritte paßt 
auf die Unterabteilung b. 
Fig. 20, welche diese Lösung 
darstellt, läßtschon erkennen, 
daß der Radius x des über- 
greifenden Kreises X, über- 


fallen muß. Der vierte Wert 


wiegend groß gegen 2 aus- 


4 bleibt für die Unterabteillung 2 


c übrig. 


Konstruktion für die Unterabteilung b. Bestimme Fe 


den Mittelpunkt O; (Fig. 25) des Ankreises an die Seite AB 


des Dreiecks ABC, den Mittelpunkt D und den Radius DE 


des Ankreises an die Seite BO, des Dreiecks ABO;, den ns 


ee 


En 3 


Mittelpunkt F und den Radius FG des Inkreises im Dreieck 
BCO;, ziehe EH || AC, beschreibe mit CG um C einen Bogen, 
der CA in J schneidet, verbinde /7 mit J, ziehe GK|| AJ 


so sind CA und CK die gesuchten Strecken. 


Beweis. 
% = 3 + (a + Ba + „1= um ; = + ; 
" = en = er 
CoOz | ae r BER CHEIELGT ACH 
CESFLOz; er Da A 


Die Konstruktion für die c ergibt sich 
von selbst durch Vertauschung der Ecken A und 2. 


Zweite Gruppe der Lösungen. 


Als hierzu gehörige Kreisternionen sind im Früheren 
angegeben AK, Ko, Kıı Xk3K7 und K,K,Kı. Es genügt, 
die erste zu besprechen. — Auch bei dieser Gruppe sind 
drei Unterabteilungen a, b, c und außerdem bei der Unter- 
abteilung a zwei Fälle zu unterscheiden. Für die ausführ- 
liche Begründung dieser Einteilung muß ich auf meine schon 
erwähnte Abhandlung im „Archiv“ verweisen. Hier sei nur 
kurz Folgendes erwähnt. 


Bei der Unterabteilung a stehen X, und X, im Eıst- 
kontakt miteinander. X, Kann dann liegen entweder erstens 
in dem durch X, und A, abgesperrten Flächenstück des 
Winkels 10 (Fig. 18), oder zweitens in dem freien und offenen 
Raume dieses Winkels (Fig. 21). In dem einen wie in dem 
andern Falle aber steht X, sowohl mit X, als mit X, in 
Erstkontakt. 


Bei der Unterabteilung b steht X, zu Ä, in Letztkontakt 
mit übergreifendem X). Dann ist zwischen X, und Äjo eben- 
falls Letztkontakt mit übergreifendem Ä,, zwischen X, und 
K,)0 aber Erstkontakt vorhanden. 

Bei der Unterabteilung c haben einfach K, und Ä, ihre 
Rollen vertauscht. B= 

3 


ae 
Unterabteilung a. 


Beide Fälle dieser Unterabteilung müssen sich aus den- 
selben Grundgleichungen entwickeln, weil die Arten des Kon- 
taktes bei beiden einander gleich sind. Maßgebend' sind 
die Paradigmen 6 und 10. Man erhält: 


ee 
203 = ySı — 25 + 203 V y2: 
bo, % - 25. Deka 


Formt man diese in derselben Weise um, wie es bei 
den Grundgleichungen in der Abteilung a der ersten Gruppe 
dargestellt worden ist, so ergeben sich folgende lineare 
Gleichungen: | 


Ps (03 Vx—s 125) —= + 3 (03 Vx— 51 Vy). 
»(loVy— Yet in 
(a Vz +3 V=tB (8a Vz+% Vx). 
Bei der dritten kön- 
nen wir sofort das auf. 
der rechten Seite steh- 
ende Minuszeichen ent- 
fernen, dann verbinden 


eliminieren V y und er- 
halten für die beiden 
Fälle auch zwei passen- 
de Antworten,nämlich: 


2 _ 1%, W—ßste, 
2 0 a+ß—Ys 
We ‚—a+PFrL 

z  —atßstYs 

Konstruktion des. 

ersten Ausdrucks. 
"Man bestimme (Fig.26) 
OÖ; wie vorhin, sodann 
Mittelpunkt D und Ra- 


dius DE des Inkreises 
in ABO, sowie Mittel- 


‚wir sie mit der ersten, 


EINEN 


punkt F und Radius FG des Inkreises in BCOs, schneide von 
CB bez. von CO; die Strecken . CH = CJ= BG ab, ziehe 
EK|| AC, verbinde X mit A und ziehe JL||XH, so sind CK 
und CL die verlangten Verhältnisstrecken p und g. 


Beweis. 
RN a ; a at] IE \ = La 3 = 
2 (ar 897) AO3 AOs3 
CO3 ? RIESE 3er £ ie) = Ber | 2 [es 
CH AO @ COs 


BEREICH STIECK- N 


Be CL EN.CH ee 
Die Konstruktion des Ausdrucks für den zweiten Fall 


der Unterabteilung a kann in ähnlicher Weise vorgenommen 
werden. 


Die Unterabteilungen b und c. 


Bei der Unterabteilung b gilt für die Kreise X, und As 
das sechste, für X, und X}, das zehnte, für Xjo und X, das 
elfte Paradigma. Die Grundgleichungen heißen demnach: 

009 — — XS — YSı + 205 V xy. 
403 = ySı — 2S 4- 203 V yz. 
Bosse DE NXZ. 

Formt man diese um, wie es bei der ersten Gruppe ge-' 

zeigt worden, so ergeben sich folgende linearen: 


Bla Vx+sVya= tn (a Vx— sıVy). 
Y3 (03 Vy— Sa Ka) —=+%(ga Vy—sVa2). 
(5 Vz +5 Vy) = + (, Vz—5sV x). 
Die Kontaktarten der Unterabteilung c führen zu den 
Grundgleichungen: 
CI Nic 20; V xy. 
403 = ySı — 28 — 203 V ya. 
boss XS 2seH 90. V.x2. 
Aus diesen entstehen die linearen: 
Ps (03 Vx ei Vz) — +38 (03 Vx— 51 Vy). 
73, (9 Vy— 8: Vx) — + 0; (03 Vy+ S V2. 
az (03 Vz—sı V») — + Ps (03 Vz 82 V x). 


3*+ 


Bu 


Vergleichen wir die beiden ersten linearen Gleichungen 
der Unterabteilung b mit denen der Unterabteilung c, so zeigt 
sich, daß das Vorzeichen von Vz den einzigen Unterschied 
bildet. Wir eliminieren beidesmal Vz, und unter Berück- 
sichtigung der auf der rechten Seite stehenden Doppelzeichen 
gelangen wir bei b zu denselben vier Resultaten, die wir 
auch bei c erhalten, nämlich: 


Me 
Y 3 2a 7 
ee 2 uen 
Y Gg a—Pßs-+ Y3 
jr. 2a 
Y 03.1...8 > Be Vs 


= id te 
Y — A Ds Ws 


102 


Die erste Antwort ist unbrauchbar, weil negativ; ebenso 
die vierte. Brauchbar ist die zweite und dritte, und man 
sieht sofort, daß bei der zweiten x, bei der dritten y der 
überwiegende Radius ist. Also gilt die zweite für die Unter- 
abteilung b, die dritte für die Unterabteilung c. 


Konstruktion des 
zweiten Ausdrucks. 
K Fig.27. Man bestimme 
O; wie früher, dann den 
Mittelpunkt D und den 
Radius DE des An- 
kreises an die Seite AC 
des Dreiecks ACO;, fer- 
ner Mittelpunkt F und 
Radius FG des Inkrei- 
ses in BCO;, schneide 
von OsC bez. OsB die 
Strecken :A=0J2 

| CG ab, ziehe EX|| AB 
bis zum Durchschnitt mit der verlängerten O;B, verbinde X 
mit A, ziehe JL|| HK, so sind KO, und LO; die Verhältnis- 
strecken p und q. ; | 


EEE Br 


EOS Ten 


Beweis. 

2 2 .3(@+d+9%)]? B O3 a = [= O3 | el 
Yy +(@— Ps + 9) A 03 CG AO; 
91209 Bor BO; vor AN Be SERE 03 8 072 08. 
LZ0;3 403 Ts 2031, 21708. 7060 7 0341,°208 


Die Konstruktion des dritten Ausdrucks verläuft ebenso. 


Dritte Gruppe der Lösungen. 


Hierher gehört die Kreisternion A,Kz,K,,. Die Gruppe 
zerfällt in vier Unterabteilungen a, b, c, d, und jede der- 
selben umfasst zwei Fälle. 


Unterabteilung a. 


Die Kreise X, und Ä, stehen in Erstkontakt miteinander. 
K,, kann dann liegen entweder in demjenigen Teile des 
Winkelraumes 12, welcher durch die beiden anderen Kreise 
zugesperrt ist, oder in dem offenen Teile dieses Winkel- 
raumes. Der erste Fall stellt die Lösung der ursprüng- 
lichen Malfattischen Aufgabe dar. Fig. 13. Dabei steht nicht 
nur X, mit Ä,, sondern auch ÄXj. mit X, und mit X, im 
Erstkontakt. Für die Grundgleichungen ist also dreimal das 
Paradigma No. 1 anzuwenden, und man erhält: 


CORS, 1 ys, + Io.luxy. 
a2 do Vz. 
Boerse Yo lixz. 

Weil in diesen Gleichungen nicht der Radius o3 eines 
Ankreises, sondern der Radius o des Inkreises vorkommt, 
sind zur Umformung auch nicht, wie bisher, die Relationen 
No. 10 bis 18, sondern No. 1 bis 9 anzuwenden. Im übrigen 
ist das Verfahren genau dasselbe, wie wir es bei der Unter- 
abteilung a der ersten Gruppe eingeschlagen haben. Es 
wird also die erste Grundgleichung mit der Transversalen- 
gleichung No. 3, die zweite Grundgleichung mit No. 1, die 
dritte mit No. 2 multipliziert, dann erhalten wir sechs Aus- 
drücke für den Inhalt des Dreiecks. Wir kombinieren diese 


ag 


zu je zweien in der Weise, daß die Seiten a, b und c durch. 
Division herausfallen. Dann setzen wir an Stelle der Pro- 
dukte 5,53, S3S; und s,s, die in den Formeln No 4, 5, 6 ent- 
haltenen Werte, lassen links und rechts die gleichen Glieder 
weg, ziehen beiderseits die Quadratwurzel aus und erhalten 

die linearen Gleichungen: 


BOYS V)=tYyeolr,; si 
v(eVYy+sVY)=HtealeVy+sV2). 
oe Vz +s3 VY=HtLRleV2+sV% 
Da auf der rechten Seite alle Minuszeichen abzuweisen 
sind, erhält man durch Elimination von V z aus den beiden 
ersten Gleichungen: | 


V x (aße — ayg + rs) = Vy (ays — Pro + ayg). 
Hieraus können wir mit Hülfe der Sätze No.7 und 8 die 
Produkte dys, und ays, entfernen, dann entsteht das ein- 
fache Resultat: ® 
2 ar Beate 
ya a+ß—-y 
Konstruktion. Man bestimme (Fig. 28) den Mittel- 

punkt O des Inkreises vom 
Dreieck ABC, ferner Mittel- 
punkt D und Radius DZ des 
Inkreisess von ACO sowie 
Mittelpunkt F und Radius 
FG des Inkreises von BCO, 
ziehe GH || AB, beschreibe 
mit AH um A einen Bogen, 
der AB in J schneidet, ver- 
binde E mit J und ziehe 
FIK || EJ, so sind AE und 
8 AK die gesuchten Strecken. 


Fig. 28. 


Beweis. 
Es it ? — =[£ 5 «== [9 = B a 2 
= Be u er = = z a 


dr 
ea 


RER Tee 


Beim zweiten Fall der Unterabteilung a bleiben X, 
und X, in Erstkontakt miteinander, X), aber kommt mit 
beiden in Letztkontakt zu liegen. Anzuwenden ist daher für 
die erste Grundgleichung das Paradigma No. 1, für die beiden 
andern No. 2, und man erhält: 


co=xs1+ys+2oVxy. 
0 — yS; + 253 — 20V y2. 
—xs; 4 253; —2oV xz. 
Aus diesen entwickeln sich durch das soeben angegebene 
Verfahren die linearen Gleichungen: 
BlLeVYx—- sVY)=trleVx+sVy). 
v eVy+sVYy=taleVy—sV2). 
a@Vz-—sVy) =+B(leVz—sıV%). 
Vergleicht man die beiden ersten Gleichungen mit denen 
der vorigen Lösung, so erscheinen bloß die Vorzeichen von 
V z umgekehrt. Wählt man demnach grade so, wie es dort 
geschah, auf der rechten Seite die Pluszeichen und eliminiert 


dann Vz, so fallen alle Unterschiede weg, und man erhält 
natürlich wieder die Lösung der vorigen Aufgabe. 


Vermöge ihrer Doppelzeichen liefern die beiden ersten 
Gleichungen aber noch drei andere Antworten für re Von 


diesen sind zwei negativ, also unbrauchbar. 'Die einzig noch 
übrige und für den vorliegenden Fall zutrefiende heißt: 
je ao 
Va N 
Die Konstruktion verläuft wie die vorige, nur schlägt i 
man (Fig. 28) am Schlusse nicht mit A7 um A, sondern 
mit OA um O einen Bogen, der OB in Z schneidet, ver- 
bindet Z mit Z, zieht 7M|| EL, dann sind ZO und MO 
die gesuchten Strecken. 


Bar 
ea =E +(a—b+)9) 22 —. Bo. a 
Se art GORAO 
20° Trier EIN DO IRHO NT 208 
= 40 HO TOR MORSHHON MON. MO 


Be 
Unterabteilung b. 


Sie unterscheidet sich von der vorigen dadurch, daß 
K, mit X, nicht mehr in Erst-, sondern übergreifend in Letzt- 
kontakt steht. Die hierbei möglichen Lagen von Äjs be- 
gründen wiederum zwei verschiedene Fälle. Zwischen Kjs 
und X, ist zwar beidesmal ein Letztkontakt vorhanden, aber 
Ks steht zu X, beim ersten Falle in Erst-, beim zweiten 
Falle übergreifend in Letztkontakt. 


Der erste Fall der Unterabteilung b wird durch Fig. 14 
dargestellt. Es ist nicht nötig, ihn hier besonders abzu- 
handeln; denn wenn wir bei dem, was soeben über den 
zweiten Fall der Unterabteilung a entwickelt worden ist, alle 
Buchstaben. cyklisch um eine Stelle weiter rücken, also B 
statt A, C statt 3, A statt C, y statt x, z statt y, x statt z etc. 
einsetzen, dann ist alles dort Gesagte hier zutreffend. Und 
so paßt denn auch Fig. 14 als Darstellung des zweiten 
Falles der Unterabteilung a, wenn umgekehrt A statt 2, 
B statt C und C statt BD eingesetzt wird. 


Beim zweiten Falle der Unterabteilung b kommen 
nur Letztkontakte vor. Für die Grundgleichungen ist also 
bloß das Paradigma Nr. 2 anwendbar und man erhält: 


co = xs, + ys2 — 20 V xy. 
aa= ySs3; + 253 — 20 V yz. 
borexsı 28 2 DoVe 


Diese Gleichungen zeigen die Eigenschaft, daß sie durch 
cyklische Vertauschung der Buchstaben wieder in sich selbst 
übergehen. Daraus ist zu schließen, daß sie nicht bloß 
auf den hier vorliegenden, sondern auch noch auf andere 
Fälle passen müssen. — Von den bis jetzt besprochenen 
kann das aber keiner sein, weil zu diesen stets andere 
Systeme von Gleichungen gehörten. 


Offenbar muß es sich also hier um Fälle aus den noch 
folgenden Unterabteilungen c’ und d der dritten Gruppe 
handeln. Daher mögen diese zunächst gekennzeichnet werden: 


Unterabteilung c. 


Diese unterscheidet sich von b dadurch, daß nicht X 
gegen Ä,, sondern umgekehrt X, gegen K, übergreifend im 
Letztkontakt steht. Die möglichen Lagen von Äjs lassen 
wiederum zwei voneinander verschiedene Fälle erkennen. 
Während zwischen ÄXjs und X, beidesmal Letztkontakt vor- 
handen ist, besitzt Äjs mit X, im ersten Falle Erstkontakt, 


im zweiten Falle Letztkontakt. 


Der erste Fall der Unterabteilung c entspricht dem 
ersten Falle der Unterabteilung b und daher auch dem zweiten 
Falle der Unterabteilung a. (Fig. 14.) Diese drei Fälle gehen 
durch cyklische Buchstabenvertauschung ineinander über. 

Der zweite Fall der Unterabteilung c enthält nur Letzt- 
kontakte. Die Grundgleichungen müssen daher alle dem 
Paradigma No. 2 nachgebildet sein und werden infolge dessen 
identisch mit den Grundgleichungen des zweiten Falles der 
Unterabteilung b. 


Unterabteilung d. 


Bei ihr stehen die Kreise X, und Ä, zueinander in 
doppelt übergreifendem Letztkontakt, wie Fig. 15 es 
zeigt. Für den Kreis X. gibt es dann zwei Lagen. Liegt 
er in dem von den beiden anderen Kreisen abgesperrten 
Teile des Winkels 12, so haben wir den ersten Fall; ist er 
aber in dem freien äußeren Winkelraum gelegen, so sehen 
wir den zweiten. 

Im ersten Falle stehen X, und Ä, gegen Ks über- 
greifend in Letztkontakt. Die Grundgleichungen sind also 
dieselben wie die eben erwähnten. 

Im zweiten Falle — den Fig. 15 darstellt!) — stehen 
alle drei Kreise in doppelt übergreifendem Letztkontakt mit- 
einander. Es handelt sich also hier um das Paradigma No. 3 
der Grundgleichungen. Aber schon bei Ableitung desselben 
(Seite 22) zeigte es sich, daß das Ergebnis genau mit dem 


1) Fig. ı5 kann auch zur Veranschaulichung der Fälle b2, c2 und 
di dienen. Eine geringe Linksschiebung der Kreise M und 27% genügt 
offenbar, um in dem abgesperrten Raum des Innenwinkels C einen 
kleinen Kreis 4 anschließend hineinpassen zu können. 


Ba m ana 


zweiten Paradigma übereinstimmte. Daraus folgt, daß auch 
dieser Fall untergebracht werden muß unter dieselben drei 
Grundgleichungen, die beim zweiten Falle der Unterabteilung b 
aufgestellt worden sind. Von diesem einen System der 
Grundgleichungen haben wir demnach für das Verhältnis 


V: vier verschiedene brauchbare Werte zu erwarten. 


Wir formen dieselben in der bekannten Weise um und er- 
halten folgende drei linearen Gleichungen: 


BleVx—-sV)=Htree Vx<—»Vy). 

ae Vy— sVY)=teleVy—sV2). 
akVz ss VW=tBltVz es 

Wenn wir nun aus den beiden ersten Gleichungen Vz 
eliminieren, so ergeben sich unter Berücksichtigung der 
Doppelzeichen in der Tatvier brauchbare Antworten. Diesesind: 


VYe-=& ar 

yirza ep 

2 _B,a-d4y 
a 


y 04:07 
Be mel 
Venom 
Ve > 
y. 0 Sa 


Der erste Wert passt für den zweiten Fall der Unter- 
abteilung d, der zweite für den zweiten Fall von c, der dritte 
für denzweitenFallvon 
b und der vierte für den 
ersten Fall von d. 

Das erste Verhältnis 


man darstellen durch 

folgende 
Konstruktion. | 
Man bestimme (Fig. 


derRadienxundykann 


B a 
29) im Dreieck ABC = 


den Mittelpunkt O des Inkreises, sodann in AOC den Mittel- ns 
punkt D und den Radius DE, in BOC den MittelpunktF 


und den Radius FG der bez. Inkreise, schneide von AO bez. 


RA DISEO 


AB die Strecken AT = AJ—= CE, ferner von BO die Strecke 
BK=-CG ab, ziehe ÄL || AB, verbinde Z mit J und ziehe 
HM|\LJ, so sind AM und AZ die gesuchten Verhältnis- 


strecken. 
Beweis. 


Esit —[®- I a+b+n? 2: Al 
Y (a —P+Y) AO BK 
25 — da AM _AH AM __ AM 
| BI TEN HI CARE AL 


Sehr ähnlich verläuft die Konstruktion der beiden folgen- 
den Werte; nur die des vierten weicht etwas ab und soll 
hier besonders angeführt werden. 


Man bestimme (Fig.30) im Dreieck ABC den Mittelpunkt O 
des Inkreises, dann aber von den Dreiecken AOC und BOC 
Mittelpunkt D und Radius DE bez. F und FG der beiden 
Ankreise an AO bez. c 
BO, schneide von AC 
die Strecke CH=AO, 
von BC und OC die 
Strecken bez. CJ=CL 
— BO ab, verbinde £ 
mit G, ziehe AK EG, 
verbinde X mit Z und ® 
ziehe JM|| KL, so sind 
CM und CK die Ver- 


A 


hältnisstrecken. : 
Beweis. 

Bet = le bern 2 2 2 

-[2:.21-[2-.2]-[2]-2 & 


BROS CHTRACH. 
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Zusammenfassung und Schluss. 


In den vorstehenden Erörterungen sind nunmehr die 
32 Lösungsergebnisse, welche die erweiterte Malfattische Auf- 
gabe in ihrer eingangs erwähnten Umgrenzung besitzt, sämt- 
lich abgeleitet. Pampuch hat in seinem Programm von 1902 
die interessante Arbeit unternommen, für ein und dasselbe 
Dreieck (mit den Seiten « = 9369360, 7 = 63300002 
8537 760) die 96 Radien der Malfattischen Kreise durch 
Rechnung zu bestimmen und hiernach die 32 Lösungen 
einzeln zu zeichnen. Unsere Gruppeneinteilung ermöglicht 
es, mit einer geringeren Anzahl von Figuren (Fig. 13 bis 22) 
eine genügende Vorstellung von all den Kreisternionen zu 
geben, welche das Problem lösen. 


Bei der ersten Gruppe wird der Fall al vera 
‚durch Fig. 16, a2 durch Fig. 17, b durch Fig. 20 und c eben- 
falls durch 20 mit Vertauschung der Ecken A und B. Diese 
drei Zeichnungen stellen aber nicht bloß die genannten vier, 
sondern außerdem noch jene acht Einzelfälle dar, die sich 
ergeben, wenn man die Eckenbezeichnung A, B, C cyklisch 
um das Dreieck herum weiterschiebt. Aus der Kreisternion 
K;K,Kıs entsteht dabei zuerst die Ternion X, K,1Ks, dann 
KyKıKs,, und bei diesen beiden kommen je vier Figuren 
zum Vorschein von ganz gleicher Art, wie bei der ersten. 


Aus der zweiten Gruppe wird der Fallal durch Fig. 18, 
a2 durch Fig. 21, b durch Fig. 19 und e durch Fig. 2 ve 
anschaulicht. Und diese vier Zeichnungen stellen wiederum 
noch acht weitere Fälle dar, die durch cyklische Eckendrehung 
entstehen, indem die Ternion X, Kg Äıo übergeht in die Ter- 
-nionen ÄgÄAg K, und AK, Ka Kr. — Damit sind schon 24 Fälle 
erledigt. Die letzten acht gehören der dritten Gruppe an. 
Von dieser stellt Fig. 13 den Fall al, Fig. 14 die Fälle a2, 


bl und cl, Fig. 15 den Fall d2, aber außerdem noch die { . 


Fälle b2, c2 und di dar, wenn man sich ein sehr kleines 
Kreischen in denjenigen Teil des dritten Innenwinkels hinein- 


denkt, den die beiden ersten Kreise dort absperren. Hätte 3 


—- 5 — 


ich diesen dritten wirklich gezeichnet, so würde nach meiner 
Meinung die Vorstellung von der Eigenart dieser Fälle um 
nichts klarer geworden sein. Auch bei Pampuch (Fig. 6, 7, 8) 
stehen an der betreffenden Stelle nur Punkte, die man bloß 
mit der Lupe als winzige Kreischen erkennen kann. — — 


* x 
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Die Zerlegung der Lösung in drei geometrische Teil- 
aufgaben hat es ermöglicht, das spröde, „vielumworbene“ 
Problem soweit in die Elemente hereinzurücken, daß es 
ohne Trigonometrie und ohne weitausgreifende Kreispotenz- 
sätze mit dem geometrischen und algebraischen Besitztum 
der Gymnasialsekunda erledigt werden kann. — 


Vom Apollonischen Taktionsproblem findet man in 
den methodischen Lehrbüchern der Planimetrie bekanntlich 
eine Reihe von Einzelfällen als besondere Aufgaben hingestellt 
und gelöst. Es liegt nahe zu fragen, ob bei dem Malfatti- 
schen Taktionsproblem nicht ein ähnliches Verfahren mög- 
lich wäre. Dabei würde die ursprüngliche Aufgabe ein, 
aber nicht der einzige in Betracht zu ziehende Sonderfall 
sein. — Wenn man die Winkel angibt, in denen die Kreise 
gesucht werden, und die Art, wie sie einander berühren sollen, 
dann dünkt es mich keine zu schwere Aufgabe, die Grund- 
gleichungen zu finden, diese mit Hülfe der angegebenen Sätze 
über die Winkelhalbierenden in lineare umzuwandeln und 
das Radienverhältnis irgend zweier Malfattikreise durch zwei 
Strecken darzustellen. Damit ist die Hauptarbeit getan. 
Wesentlich einfacher schon ist die zweite Teilaufgabe, zwei 
Kreise von gegebenem Radienverhältnis so in oder an ein 
Dreieck zu legen, daß sie einander und je zwei Seiten be- 
rühren. Als allerleichteste aber schließt sich hieran die letzte 
Aufgabe, diesen zweien den dritten beizufügen. — 


Noch auf mehrfach andere Weise kann man aus dem 
allgemeinen Problem leichtere Schüleraufgaben gestalten. 
Läßt man z.B. das gegebene Dreieck gleichschenkelig oder 
gar, wie Schwering und Krimphoff es den Tertianern vor- 
setzen, gleichseitig sein, so ist die Hauptarbeit ganz aus- 
geschaltet. Erleichterungen stellen sich auch dann ein, wenn 
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tung hin vielversprechende Ausblicke 
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